Kolokwium - Funkcje Analityczne

15.12.2022

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

. (10 p.) Znajdz rozwiniecie funkcji f(2) = % w szereg Laurenta na obszarach:
(a) {z€C:2<|z| <3},
(b) {z € C: |z| > 3}.

Rozwiazanie:

Roztézmy funkcje f na utamki proste:

A B
(z) = z+2 + z2+3°
Mnozac obustronnnie przez (z + 2)(z + 3) oraz poréwnujac wspotczynniki otrzymujemy, ze A = —3

oraz B = 4.

Na pierdcieniu A; = {z € C: 2 < |z| < 3} mamy % < 1 Oraz % < 1, zatem
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Na zbiorze Ay = {z € C: |z| > 3} mamy % < 1 oraz % < 1, zatem rozwiniecie funkcji z;+32
4

z+3

otrzymujemy nastepujaco:
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Zatem na As mamy
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2. (10 p.) Znajdz punkty osobliwe i okresl ich rodzaj dla funkcji

2,2

ey (551):

flz) =

Czy f jest osobliwa w nieskonczonosci?

Rozwiazanie:

Funckja f jest holomorficzna na obszarze Q = C\ {1, 2, —3}. W punkcie zp = 2 mamy

_9(?)
f(Z) - (272)2a
gdzie g(z) = zﬁfg exp (ji) jest holomorficzna na pewnym otoczeniu zy oraz ¢g(2) # 0. Zatem f ma
biegun podwéjny w zg = 2.
Dla zy = —3, mamy
h(z)

gdzie h(z) = ﬁ exp (zﬂ) jest holomorficzna na pewnym otoczeniu zp = —3 oraz h(—3) # 0.
Zatem h ma pojedynczy biegun w punkcie zg = —3.

Dla zp = 1 mamy

1) = e (27 ) ke,

gdzie k(z) = % jest holomorficzna w otoczeniu zg = 1 oraz k(1) # 0. Zauwazmy, ze mamy

- i 2
xp|—— )| =) —~—
P T kzokﬁ(zfl)k’

Zatem funkcja exp (%) ma istotna osobliwo$¢ w punkcie zg = 1. W konsekwencji funkcja f(z) ma
istotna osobliwosé w zg = 1.

Aby zbadaé zachowanie funkcji f w nieskonczonosci, zauwazmy, ze

lim |f(z)] =0,

|z|—00

zatem f ma punkt regularny w nieskonczonosci.

3. (10 p.) Znajdz czesé rzeczywista i urojona calki

/ Log(z + V3)
oD

d
2(z —14)2 “

gdzie:

(a) D={z€C:|z] <3},

(b) D={z€C:|z—1i| < %}

Uwaga: W powyzszej calce Log oznacza logarytm gléwny, czyli funkcje holomorficzna

LOgZ (C\Rgo - (C,

ktoéra jest galezia logarytmu zespolonego taka, ze Log(1) = 0.
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Rozwiagzanie:

Zauwazmy najpierw, ze funkcja Log(z 4+ v/3) jest holomorficzna na zbiorze Q = C\ L, gdzie L =

(—OO, _\/g]

(a) Niech D = {z € C: |2| < 1}. Zauwazmy, ze funkcja f(z) = Lo(gz(iigz\/g) jest holomorficzna
na wnetrzu D i ciagla na D. Dodatkowo, Indgp(0) = 1. Zatem, z twierdzenia Cauchy’ego
otrzymujemy,

e P A [ VRN P V)
1= [ = [ e = 0 =i

= —2mi Log(V/3).

Zatem Re(I) = 0 oraz Im(I) = —27 Log(V/3).

(b) Niech D = {z € C: |z —i|] < 1/2}. Wéwczas funkcja g(z) = M jest holomorficzna na
wnetrzu D, ciagla na D oraz Indgp (i) = 1. Zatem, na mocy twierdzenia Cauchy’ego, otrzymu-

jemy:
I:/ Wdz/ g(z) dz = 2mig ().
op 2z =17 (=i
Mamy
g = LR
2(z 4+ v/3) 22
zatem . 5
T
I=2mi| ———+ +1Lo i+\/§>_ omi Log(i + V3).
(o Losti + V8 ) = amiLoai+ v
Mamy
21 V3 —i (V3 =)
=27 =7 .
i+V3 4 2
Dodatkowo,

T

Log(i + v3) = In(|i + V/3|) + i Arg(i + V3) = In(2) + o

gdzie Arg jest argumentem gléwnym. Zatem

2

~ T Im(I)=2rIn(2) - g

Re(I) = 3

3
<3

4. (10 p.) Rozwazmy obszar
O={zeC:|z—-1| < 1/2}.
Zalézmy, ze [ € H(Q)) oraz dla dostatecznie duzych k € N zachodzi

f(k?) - </fl>3'

Oblicz f(2022)(1).

Rozwigzanie:
Podstawmy z = % =1+ %, wowcezas, k = Z—il Zatem,

1 G
o)== 1

( 1 _1>3 (2-2)%

z—1
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Zatem funkcja f zgadza sie z funkcja (2_1z)3 dla z =1+ %, dla k dostatecznie duzych, zatem, na

mocy zasady identycznosci, f(z) = (2712)3, dla z € Q. Stad otrzymujemy

f(2022)(z) _ 2024! L (—1)2022 . 1 _2024! 1

2 (2= 2)2025 — 2 (2— 2)2025’

wige f02)(1) = — 228,

5. (10 p.) Niech Q C C bedzie obszarem ograniczonym. Niech (f,)n>1 bedzie ciagiem funkeji holomorficz-
nych na pewnym zbiorze otwartym U C C takim, ze Q) C U. Zalézmy, ze szereg

()= ful2)

jest zbiezny jednostajnie na 9€2. Pokaz, ze szereg s jest zbiezny jednostajnie na €.

Rozwiagzanie:

Przypomnijmy, ze zgodnie z warunkiem Cauchy’ego, szereg s bedzie zbiezny jednostajnie na Q wtedy,
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje N > 0 takie, ze dla dowolnych m > n > N mamy

sup ij(x) <e.

z€Q | j=n

Ustalmy e > 0. Skoro szereg s jest zbiezny jednostajnie na 0f), to istnieje Ny > 0 takie, ze dla
dowolnych m > n > Ny mamy

sup Zf](x) <e.
j=n

€N

Zauwazmy, ze skoro funkcje fp sa holomorficzne na U D €, to z zasady maksimum otrzymujemy, ze
dla n > m > Ny mamy

sup ij(x) = sup Zf](x) < e

reQ j=n x€eON i=n

Zatem szereg s jest zbiezny jednostajnie na Q.

6. (10 p.) (a) Znajdz ogdlna postaé¢ homografii h, ktéra zachowuje 0§ rzeczywista oraz spelnia warunek
h(c0) = 1.

(b) Przeksztalé konforemnie obszar

N={z€C: Rez<1/2}\{z€C: |z+2| <2}

na pierécien postaci {z: r < |z| < 1}. Ile wynosi r?

Podpowiedz: Mozesz zalozy¢, ze szukana homografia zachowuje o$ rzeczywista.
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Rozwiagzanie:

(a) Niech h(z) = gjis Warunek h(oco) =1 jest réwnowazny temu, ze

1=h(co) = lim h(z) = -

|z|—o00 C
Zatem a = c¢. W konsekwencji, mozemy napisaé¢

z+ B
z+ D’

h(z) =

dla pewnych B, D € C.

Zauwazmy, ze skoro h zachowuje o§ rzeczywista, to jedyne b € C takie, ze h(b) = 0 jest
rzeczywiste. Zatem b= B € R.

Zauwazmy, ze odwzorowanie u(z) = % jest homografia, ktéra zachowuje o$ rzeczywista. Zatem

zlozenie D
z+
uoh)(z) =
(woh)(z) = 5
rowniez zachowuje oS rzeczywista. Argumentujac jak w poprzednim paragrafie stwierdzamy, ze
D eR.

Ostatecznie, kazda homografia h, ktéra zachowuje oS rzeczywista i spelnia h(oco) = 1 jest postaci

z+ B

M=

gdzie B,D € R oraz B # D. 7 drugiej strony, kazda homografia powyzszej postaci spelnia
warunki zadania.

(b) Niech h bedzie szukana homografia. Zauwazmy, ze h przeksztalca prosta L = {z € C: Re(z) =
1/2} na okrag C; = {z € C: |z| = 1} lub na okrag Cs(r) = {z € C: |z] < r}, dla pewnego
0 < r < 1. Zauwazmy, ze jesli h przeksztalca prosta L na okrag Cs, woéwczas przeksztalca okrag
Cs ={z € C: |z +2| <2} naokrag C;. Jedli u(z) = 1, wéwczas homografia

=

9(2) = ~(uo h(2))

r

przeksztalca prosta L na Cy oraz okrag Cs5 na okrag Cs. Dlatego, bez straty ogdlnosci, mozemy
zalozyé, ze h(L) = C;.

Zauwazmy, ze skoro h(L) = Cy oraz h zachowuje prosta rzeczywista, to h(oco) =1 lub h(co) =

—1. Jesli h(oc0) = —1, wéwczas (—h)(co0) = 1, zatem mozemy zaltozyé, ze h(co) =1
Zatem, na mocy poprzedniego punktu, skoro h zachowuje o rzeczywista i h(oco) = 1, to mozemy
zapisaé
z+ B
h(z) = , B,DeR, B#D.
) =17 #

Skoro h przeksztalca L na okrag C7, zatem dla kazdego ¢ € R mamy

|h(1/2+it)|:‘1/2+it+3’

1/24+i+ D
Podnoszac obustronnie do kwadratu otrzymujemy

L 11/2+it+ B> (1/2+ B)* + 2
[1/24it+ D> (1/2+ D)* +2
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Zauwazmy, ze powyzsza réwnos¢ wraz z warunkiem B # D implikuje, ze
B+#-1/2, oraz D # —1/2. (2)

Po przeksztatceniach
(B=D)(B+D+1)=0.
Skoro B # D, to D = —1 — B, oraz B # —1/2. Czyli szukana homografic mozemy zapisa¢ w

postaci
z+ B

h(z) = ———.

(2) z—1-B

Wiemy, ze homografia h przeksztalca okrag Cs na okrag Cs, zatem dla 0, —4 € C3 mamy
[h(0)] = [h(=4)|.

Podnoszac powyzsza rownosé do kwadratu i podstawiajac do wzoru na h otrzymamy

’ _A)2
(Bfrl)z = |h(0)]> = |n(-4)]* = B-9°

Réwnowaznie

0=B*B+5?*-(B-4)*B+1)>=
= [B(B+5)—(B—4)(B+1)][B(B+5)+ (B—4)(B+1)] =
=2(8B+4)(B*+ B —2)=8(2B +1)(B—1)(B +2).

i. Dla B =1 otrzymujemy

z+1
h = )
1(2) z—2
Mamy hq(0) = —1/2, zatem hy przeksztalca obszar Q na pierscien A = {z € C: 1/2 <
|z] < 1}.
ii. Dla B = —2 otrzymujemy
z—2
h_ = .
2(2) z+1

Mamy h_9(0) = —2, zatem h_o przeksztalca obszar € na pierécien {z € C: 1 < |z| < 2}.
Zatem, homografia %h,g przeksztalca obszar {2 na pierscien A.

iii. Rozwigzanie B = —1/2 odrzucamy na mocy warunku (2).

Alternatywne Rozwigzanie:

W tym rozwiazaniu wykorzystamy pewien fakt dotyczacy inwersji wzgledem okregu. Zacznijmy od
przypomnienia terminologii. Méwimy, ze dwa punkty na sferze Riemanna p,q € C sa symetryczne
wzgledem okregu wielkiego C', jesli jeden z nich jest obrazem drugiego przy inwersji wzgledem C.

Lemat 1. Zalézemy, ze p,q € C sq¢ symetryczne wzgledem okregu wielkiego C' na sferze Riemanna
C. Jesli h: C — C jest homografig, wéwczas punkty h(p) i h(q) s¢ symetryczne wzgledem h(C).

Niech C; = {z € C: |z| = 1} oraz Cy = {z € C: |z| = r}. Zauwazmy, ze punkty p = 0 oraz ¢ = 00 sg
symetryczne wzgledem obu okregéw Cp i Co. Co wiecej, jest to jedyna para punktéw o tej wlasnosci.
Zatem, jesli h jest szukang homografia, wowczas, na mocy Lematu 1, punkty h=1(p) i h™1(q) sa
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symetryczne wzgledem okregu Cs = {z € C: |z 4 2| = 2} oraz prostej L = {z € C: Re(z) = 1/2}.
Sprobujmy zatem znalezé punkty a = h=1(p) i b = h=1(q).

Po pierwsze, zauwazmy, ze skoro a i b sg symetryczne wzgledem prostej L, czyli leza na pewnej
prostej poziomej. Po drugie, skoro a i b sa symetryczne wzgledem Cj, to znaczy, ze Srodek tego
okregu lezy na prostej przechodzacej przez a i b. Zatem punkty a i b lezg na prostej rzeczywistej. Co
wiecej, leza po réznych stronach punkty 1/2, czyli mozemy napisaé a = 1/2—t oraz b=1/2+1, dla
pewnego t € R>(. Dodatkowo, wiemy, ze punkty a i b leza po tej samej stronie punktu —2, zatem

-2<1/2—t<1/2+¢.
W konsekwencji ¢ € [0,5/2]. Skoro a i b sa symetryczne wzgledem Cj3, to znaczy, ze
L= 15/2— 1] [5/2+ 1] = (5/2— )(5/2 + 1)

Powyzsze réwnanie ma cztery rozwiazania ¢ = +3/2 oraz t = £v/41/2. Skoro t € [0,5/2], to jedyne
réwniazanie spelniajace ten warunek to ¢t = 3/2. Wéwczas a = —1 oraz b = 2. Stad wnioskujemy, ze
szukana homografia ma jedna z dwbch postaci:

z—2 z+1
BT ()= A, AT
crr =4 T

hl(z) = A1
gdzie A1, As € C.
Z Lematu 1 wynika, ze homografia h;, dla i = 1,2, przeksztalca okrag C3 i prosta L, na okregi,
wzgledem ktorych punkty 0 i co sa symetryczne, czyli okregi o $rodku w punkcie 0. Mamy
hi1(0) = =24, hi(1/2) = —A;.

Zatem h(C3) = {z € C: |z| = 2|A4|} oraz h(L) = {z € C: |z| = |A1|}. Jedli ustalimy A; takie, ze
|A1] = 1/2, wéwezas homografia by spelnia zadane warunki. Podobnie sprawdzamy, ze dla dowolnego
A takie, ze |A3| = 1, homografia hy spelnia warunki zadania.
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